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Exercice Préliminaire (Ensemble des suites a valeurs dans {0,1})

Montrer que 'ensemble {0, 1} des suites infinies (z,,)nen & valeurs dans {0,1} n’est pas dénombrable.

Exercice 1 (Exemple de tribu engendrée)

On considere la tribu A :=o({{z,2+ 1,2+ 2} : z € Z}) sur Z. Quels sont les éléments de A ?

Exercice 2 (Tribu trace)
Soient (€2, A) un espace mesurable et ' C Q. On définit A" :={ANQ' : A e A}

1. Montrer que A’ est une tribu sur Q'.
2. On suppose que ' € A. Montrer que A’ C A.

3. On suppose que A = o(F) pour F C Z(Q). Montrer que A’ = F, ou F :=c({FNQ : F e .F}). On pourra
procéder par double inclusion et montrer que ¥ := {S C Q: SN Q' € F} est une tribu sur Q telle que A C X.
Exercice 3 (Tribu image réciproque)

Soient E et F deux ensembles, F une tribu sur F et f: E — F. Montrer que £ := {f7'(A): A€ F} est une
tribu sur E.

Exercice 4 (Tribu engendrée par une partition)

Soit £ un ensembe non vide, n € N* et (4;);c[,) une partition de £. On note:
T:{UApJeﬁwm}
ied

1. Montrer que 7 = 0({4; : i € [n]}) (on pourra commencer par montrer que 7 est une tribu).

On suppose maintenant F infini et (A});eny une partition de E. Pour toute partie J C N, on pose:

BJ:UA;

jeJ
On définit alors:
T :={B;j:Je 2N)}

2. Montrer que 7' = o ({4 : i € N}).
3. Trouver une partition (C;);cn de N telle que, pour tout i € N, C; est infini.

4. Trouver une tribu sur N dont tous les éléments sauf I’ensemble vide sont de cardinal infini.



Exercice 5 (Propriétés sur la mesure de Lebesgue des ouverts)

On rappelle qu’un ouvert de R est une réunion dénombrable d’intervalles ouverts. On note A la mesure de Lebesgue
sur (R, Z(R)).

1. Soit U un ouvert de R. Montrer que si U est borné, alors A(U) € R;.. La réciproque est-elle vraie ?

2. On dit qu'une partie E C R est dense si, pour tous € € R} et z € R, il existe y € E tel que |y — 2| < . Donner
un exemple de partie de R dénombrable et dense.

3. Soit o € R%. Construire un ouvert U de R dense et tel que A(U) < « (utiliser les réponses aux questions
précédentes).

4. Soit A € A(R). Montrer que si A contient un ouvert non vide, alors A(4) > 0. La réciproque est-elle vraie 7

Exercice 6 (Formule du crible de Poincaré)

1. Soient (£2,.A,P) un espace probabilisé et (A,,),en+ une famille d’événements. En utilisant un raisonnement par
récurrence, montrer que, pour n > 2:

n k
Pl 4| =YD > P4,
i€[n] k=1 (i1 5eein ) EAR j=1

ot Ay := [n] et, pour k € [2;n], Ag := {(i1,...,ix) € [n]F 1iy < -+ <ix}.

2. Un facteur distribue aléatoirement n lettres dans n boites aux lettres. Quelle est la probabilité que personne n’ait
recu la lettre qui lui était destinée?

Indice : Considérer l'espace mesurable (Q, 2(Q)) avec Q l’ensemble des permutations sur [n] muni de la loi
uniforme, et calculer la probabilité d’obtenir une permutation sans point fixe.

Exercice 7 (Indépendance d’événements et cardinal de I'univers)

Soient (2, Z(§2), P) un espace probabilisé fini, n € N* et (Ay)re[n) une famille d’événements indépendants telle
que, pour k € [n], P(4x) €]0,1].

1. Soient By,...,B, € 2(Q) tels que, pour k € [n], By € {Ax, Aj}. Montrer que la famille (By)gepn) n'est pas
incompatible.

2. Soient Bi,..., B} € Z(Q) tels que, pour k € [n], B;, € {Ax, A5}. On suppose que (By,...,B,) # (Bi,...,B},).
Montrer que les évenements (g, Bk €t (yep,) B, sont incompatibles.

3. En déduire que || > 2™.
Exercice 8 (Fonctions monotones)
On rappelle qu’'un sous-ensemble E de R est dit convexe si, pour tous z,y € E, [z,y] C E.

1. Soit A C R convexe. Montrer que A est un intervalle (on pourra considérer les extrema m := inf A € R et
M :=sup A € R lorsqu’ils sont bien définis).

Soit f : R — R monotone.
1. Montrer que, pour tout ¢ € R, f~1(] — 0o, ¢[) est convexe.

2. En déduire que f est mesurable (pour la tribu borélienne).

Exercice 9 (Variable aléatoire uniforme et loi discreéte)

Soient U une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (2, A, P) de loi U(]0, 1]) et x une loi sur (N, #(N)).
Donner une fonction mesurable réelle f sur ([0, 1], ([0,1])) telle que f(U) a loi p.



Exercice 10 (Propriétés de la fonction de répartition)

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé (Q, A, P) et Fx sa fonction de répartition.
1. Montrer que F'x est croissante.
2. Montrer que limg_, o Fix(x) =0 et lim, 400 Fx(x) = 1.

On dit qu’'une fonction f : R — R est cadlag (continue & droite, limitée & gauche) si, pour tout = € R, lim,_,, f(r)

r<x
est bien définie et finie et lim,_,, f(r) = f(z).
>
3. Montrer que F'x est cadlag.

4. Soit Px la loi de X et z € R. Montrer que x est un atome de P x ssi c’est un point de discontinuité de F'x.



